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摘要 近十多年,运用复杂网络的方法进行时间序列分析,是非线性动力学发展的最新方向,为传统的以混
沌理论为基础的非线性时间序列分析注入了新生力量,在刻画动力系统非线性特征方面,提供了很多崭新
的见解,在很多不同领域内都取得了广泛应用. 本文回顾三种主要的方法: 递归网络、可视图以及转换网络.
着重介绍三种网络方法的理论基础和各自的最新进展.本文将指明今后时间序列网络方法的发展方向,并
为实际数据分析提供指导作用.
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1 引言

人工智能正在产生更多复杂形式的数据,进入
了大数据的新时代 [1],数据越来越具有高容量、高
速度和高品种等复杂性,这给来自各个领域的研究
人员带来了巨大挑战.开发先进的跨学科数据分析
技术有助于在混乱的数据点中捕获隐藏的结构,这
包括来自机器学习、数据挖掘、统计、自然语言和

文本处理等方法 [2], 快速学习数据特征, 并做出更

好更快的决策. 在动态系统和统计物理学等背景下,
这些新方法通常与复杂网络 [3]和复杂性理论等概念

紧密关联.

本文关注一些在过去十多年中引起极大研究

兴趣的特定领域——应用复杂网络理论进行非线
性时间序列分析 [4, 5]. 时间序列是由观察时间得到
的数据点序列,时间点之间通常都是等间隔且离散
性的. 时间序列在日常生活中到处可见, 比如, (1)
天气条件,如从气象站或者气象卫星获得的地面气
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温、海平面气压和风速等; (2)经济活动数据,如琼
斯工业平均指数每日收盘价等股票市场或汇率变

化等金融数据; (3)人的生物医学状况,如通过脑电
图(Electroencephalogram, EEG)或高分辨率脑成像
技术(如磁共振成像MRI和断层扫描CT)收集的生理
和临床数据.
本文回顾的时间序列分析方法是基于动力系统

理论,结合复杂网络理论而进行的非线性时间序列
分析 [4–7]. 从复杂网络研究的角度来看,所讨论的课
题可以看作是网络理论在多个应用领域内不同实验

数据的成功应用. 本文以综述文献[8]为基础, 将原
文中的内容进一步凝练而成,供国内读者参考.

2 非线性时间序列分析

时间序列分析实质上就是数据压缩 [7]. 通过系
统测量的样本时间序列,计算出的几个特征指标来
解释其潜在的基本动力学性质,因此这些特征量必
须突出系统的某些特定性质. 大多数时间序列分
析的方法都依赖于线性假设,例如自回归和滑动平
均等模型,且这些模型中的自相关函数几乎都是呈
指数衰减. 现在普遍认为, 支配自然或人类活动的
动力学规律大部分是非线性的,非线性现象无处不
在. 但是非线性时间序列分析没有像线性时间序列
分析那样成熟,也远没有线性时间序列分析那样容
易 [4, 7]. 非线性时间序列分析的思想和方法,源于动
力系统理论或所谓的“混沌理论”, 该理论通过一组
非线性差分方程或非线性常微分方程研究系统动力

学.混沌理论描述非线性导致的系统特性的复杂演
化规律,例如,对初始条件的敏感依赖和有限时间尺
度下的可预测性. 这些非线性演化规律通常情况下
不能用经典线性分析技术来获得.
自20世纪80年代初期以来 [9], 非线性时间序列

分析取得了巨大进展,其数学美在于能够用许多不
同的方法来描述相空间的不变测度性质. 比如基于
相空间重构的吸引子,可从两个方面揭示存在的混
沌行为: (1)动态方面,如通过计算李雅普诺夫指数
或熵(如Kolmogorov-Sinai熵); (2)几何方面,如通过
分形维数或关联维数等指标刻画(或广义分形维数
谱Dq

[10]).
这些都是基于单变量时间序列,进行系统的某

些相空间不变特性的描述 [7]. 相比之下, 双变量法
是通过分析相互耦合的成对时间序列来分析两个

动态系统之间的动力学性质. 在许多物理和生物系
统中都观察到了耦合混沌系统的同步行为,双变量
时间序列分析方法可以检测和区分从非同步状态

到同步的过渡形式(例如,相位同步、滞后同步、完
全同步和广义同步等). 双变量分析就是要获取耦合
强度和方向等相互作用信息.更具有挑战的任务是
解开复杂网络子系统之间的复杂拓扑连接结构,这
包括各种统计关联算法,如皮尔逊相关性、相互信
息(包括时滞信息) [11]、格兰杰因果关系 [12]、传递

熵 [13]、耦合方向性指标等 [14–16]. 一般来说,系统间
的耦合可以有多种形式,感兴趣的读者可以参考综
述文献[17, 18].

非线性时间序列分析为许多工程数据分析提供

了强大的工具,但必须注意实际应用时方法的局限
性,实验测量数据中常见的一些问题对非线性计算
分析提出了巨大挑战.例如,现有的大多数非线性方
法仅适用于低维动力系统,但实际上,很少有真实的
数据集是在低维系统上运行并且被传感器完全测量

的. 数据平稳性、相空间嵌入参数的合理选择、数
据长度的依赖性(在许多实际情况下,时间序列可能
相当短)、噪声的影响或不规则采样等,都是实际处
理数据时必须解决的重要问题 [8]. 算法本身同样需
要正确选择参数,这在很大程度上取决于研究者的
经验,例如,分形维数和李雅普诺夫指数等动态不变
量的计算时应采用对数坐标下线性拟合算法,线性
区间的合理选择往往会对结果产生显著的影响.此
外,算法本身的复杂性也必须得到很好的评估.

本文将展现利用复杂网络方法进行非线性时间

序列分析的基本思想.更重要的是,复杂网络方法可
以部分解决时间序列分析中其他传统方法未能解决

的一些问题,例如,网络分析方法计算分形维数更加
便捷,或和李雅普诺夫指数等相媲美 [19, 20].

3 复杂网络基本概念

随着计算能力和各研究领域数据量的飞速增

长,复杂网络已经成为描述系统单元和系统之间相
互作用和依赖性的强有力通用工具 [3, 21], 同时它又
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是一种空间和时间数据分析的强有力工具 [8].
本节简要介绍复杂网络的基本概念,更一般的

网络统计分析及其最新进展可参考文献[3, 21]. 一
个复杂网络包含一个节点集合V和一个表示节点间
连边情况的连边集合E, 用图G = (V, E)来表示 [22].
每一个节点用一个整型编号表示p = 1, . . . ,N,每一
条连边用一对节点(p, q)表示. 一般情形, 连边可以
存在不同强度,用权重Wpq表示. 时间序列网络可以
是无向无权重的简单网络,也可以是有向有权重的
网络. 一个无权重网络可以在权重矩阵W中设定合
适的阈值T获得,通常用二进制邻接矩阵A表示. 也
就是若Wpq > T , 则Apq = 1, 反之则Apq = 0, 邻接矩
阵A中的每一个非零元素即组成连边集合E. 且无向
网络的矩阵A存在对称性,即Apq = Aqp. 网络路径是
指从节点p到q需要经过的路径,由路径长度lpq表示.
根据不同的时间序列网络转换算法, 邻接矩阵A通
常依赖于算法的参数选择.
基于邻接矩阵A, 描述网络节点和连边的统计

性质,也就构成了时间序列的网络结构分析.常用统
计量包括度k及其分布p(k)、局部类聚系数Cp、局

部近邻系数cp、节点介数bp、连边匹配系数mpq、

连边介数bpq、网络连接密度ρ、全局类聚系数C、
传递系数T、平均路径长度L、全局效率E. 网络子
图或模体的分布同样为网络结构的刻画提供了很好

的手段,这里不展开网络统计量的具体表达式,可参
考文献[8]. 有关复杂网络的诸如小世界、无标度和
社团结构等有趣的性质,也可参考文献[23].
许多复杂系统包括多个不同层次的子系统.由

于子系统内部成员构成的局域连接和子系统之间构

成的外部全局连接的共同作用,系统动力学演化呈
现更多不同层次的交互作用而错综复杂. 构建多层
或多路网络可以更好地模拟复杂系统相互作用的多

层次性质 [24]. 对于相互作用的一对双变量(或多变
量)时间序列,可以通过构造多层多路网络或者相互
耦合的作用网络来分析,由此获得系统间相互作用
强度和作用方向等信息.
在单个无向无权重的网络G = (V, E)基础上,

Donges等人 [25]提出了适用于时间序列相互作用网

络的通用表达式. 设G由Gα和Gβ两层组成,则Eαα表
示Gα内部的连接, 而集合Eαβ表示子网络Gα和Gβ之

间的连接.在这样的描述框架下,单个时间序列网络
的结构统计量可以直接套用在子网络Gα和Gβ之间
相互作用的刻画上,包含节点和连边两大类特征量.
此时更加关心刻画子网络Gα每一个节点p在影响子
网络Gβ的交叉作用, 主要包括交叉度kαβp 、局部交
叉类聚系数Cαβp 、交叉近邻系数cαβp 、交叉介数bαβp 、
子网络交叉连接密度ραβ、全局子网络交叉类聚系

数Cαβ、交叉平均路径长度Lαβ和交叉效率Eαβ等. 这
些统计量的具体表达式可参考文献[25].

4 时间序列的网络转换方法

将时间序列转换为复杂网络,首先需要提出网
络节点和连边的定义.根据不同的定义,同一条时间
序列构建的网络节点数和连边数都有可能不同,这
些网络大致上可分成三大类(见表 1).

第一类近似网络把时间序列观测点或者片段定

义为节点,连边定义为节点之间的相似性或邻近关
系 [26–28]. 这一类方法又细分为周期网络 [29]、关联

网络 [30]和递归网络等 [26, 27, 31].

第二类方法根据时间序列采样点之间的可视性

条件而构成的可视图方法 [32–34].

第三类方法是转换网络,它主要利用了符号动
力学和随机过程的思想,首先将时间序列转换为符
号表示,即定义为网络的节点,动力学的时间信息则
转换为符号之间演化,不同网络节点间的连接强度
由不同符号之间的转移概率来描述,由此所获得的
转换网络很大程度上是把原有动力学转换为马尔可

夫链的描述形式 [35].

需要指出的是上述近似网络和转换网络在某种

程度上都或多或少和动力系统回归性质有关联 [28],

表表表 1 网络节点和连边的定义

Table 1 Definitions of vertices and the edges
方法 节点 连边 方向性

周期网 周期 关联系数或距离 无向

关联网 状态矢量 关联系数 无向

近似性网络 k-近邻网 状态矢量 固定邻居数 有向

递归网 自适应近邻网 状态矢量 固定连边数 无向

ε-递归网 状态矢量 固定领域大小 无向

可视图
可视图基本型 观测值 可视条件 无向

水平可视图 观测值 水平可视条件 无向

转换网络
阈值粗粒化 相空间划分 时间延续 有向

排序图 排序模体 时间延续 有向
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这两类时间序列网络方法都运用了非线性时间序列

分析时常用的相空间划分和序列的符号化等技巧.
也正因为如此,这些网络方法可以用来估计系统的
动态不变量,如熵和互信息 [19].

网络方法包含两点共性. 首先, 网络具有节点
重标不变性,所以近似网络的结构拓扑特征同样具
有节点重排不变性,这和传统时间序列分析中关注
观测值之间的时间先后信息具有明显不同.其次,近
似网络是嵌入动力学相空间的一类空间网络 [36],也
被称为是随机几何图 [19]. 可视图及其相关概念可以
看作是以时间轴为距离的空间网络.

为了更好地理解时间序列的网络分析方法,首
先数值求解混沌洛伦兹系统, 获得x时间序列(ẋ =
10(y − x); ẏ = x(28 − y); ż = xy − 8/3z,采样间隔∆t =
0.02), 图1展现了几种常见的时间序列网络图(不同
方法得到的网络节点数不同,具体的参数选择可参
考文献[8]). 下面展开讨论构建网络的算法以及相
应网络特征的描述,并且介绍已经被广泛应用的常
见方法,即递归网络、可视图和转换网络.

4.1 相空间递归网络

设动力系统的采样点为xi = x(ti), 组成序
列{xi}Ni=1. 在连续系统中, 时间序列通常是把其相
空间轨迹根据给定的采样频率进行时间离散化得到

的有限长度序列. 相空间吸引子可以通过时间滞后
法进行重构 [4, 37], 即选择合适的重构维数m和时间
滞后τ,得到相空间点矢量xi = (xi, xi−τ, . . . , xi−(m−1)τ).
已经证明当m > 2DF时, 重构吸引子和原系统拓扑
等价 [37]. 通常情况下, m和τ都是未知的, 需要合理
设置.在处理实际数据时,首先必须确保重构是否可
行,否则极易引入很大的计算偏差 [4].

非线性混沌系统的一个重要性质是递归性,
即随着时间趋于无穷, 相空间轨迹将无限多次
回到初始点所在的无限小领域内 [6]. Eckmann 等
人 [38, 39]引入了递归图方法,从重构序列生成一个递
归矩阵R(ε)来刻画系统的递归特性,其定义为

Ri j(ε) = Θ(ε − ∥xi − x j∥), (1)

其中, ∥ · ∥表示相空间的两点距离(如曼哈顿距离或

(a) (b) (c) (d)

(e) (f) (g) (h)

     

图图图 1 (网络版彩图)洛伦兹系统x序列构建的网络. (a)周期网络; (b)关联网络; (c) k-近邻网络; (d)自适应近邻网络; (e) ε-递归
网络; (f)可视图; (g)粗粒化转换网络; (h)排序转换网络. 网络孤立节点已经排除在外. 引自文献[8]
Figure 1 (Color online) Networks constructed from the x-coordinate of the Lorenz system. (a) Cycle network; (b) correlation network; (c) k-nearest
neighbor network; (d) adaptive nearest neighbor network; (e) ε-recurrence network; (f) visibility graph; (g) coarse-graining based transition network;
(h) ordinal partition transition network. Disconnected vertices have been removed from the representations. Modified from ref. [8].
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欧氏距离等), 当空间两点间xi和x j的距离小于给定

阈值ε, 相应的Ri j设为1, 否则设为0. 显见, ε的选取
决定了空间点之间靠近的程度,并且会影响网络统
计量. 单个系统递归图的思想已经被推广为能够处
理双变量或者多变量的交叉递归图 [40]、联合递归

图 [41]或者多路递归图 [42]. 一些更好捕捉递归区域
的最新算法同样值得关注 [43–45].

递归网络将每一个相空间点xi当作网络节点,
且网络连边表示节点在相空间内靠近的程度.排除
递归图中的自身连接, 即得到时间序列的递归网
络邻接矩阵A. 参数ε直接影响邻接矩阵, 因此被称
为ε-递归网络 [28]. 二进制邻接矩阵A(ε)具有对称性.
图2中展示了混沌洛伦兹系统x时间序列的递归网络
构建的基本思想.关于递归网络构建的更详细内容
可以参考文献[27, 28].

递归网络中, 路径是指从节点i开始到 j结束跨
过的连边数目li j, 如图2(b)所示. 具体而言, 一条路
径是用尺度为ε的m维小球Bε(xi)去覆盖i和 j之间的
吸引子距离, Bε(xi), Bε(xk1 ), . . . , Bε(xkli, j−1 ), Bε(x j), 且
每个小球都符合Bε(x) = {y | ∥x − y∥ < ε}且它们之间
具有重叠区域,即Bε(xi)∩ Bε(xk1 ) , ∅, . . . , Bε(xkli, j−1 )∩
Bε(x j) , ∅. 因此,最短距离也就是相空间点i和 j之间
需要的ε小球的最少数目, 表示为li j. 需要注意网络
的路径和时间序列在相空间的轨迹是完全不一样的

概念 [27].

网络的其他结构统计量同样可以从邻接矩阵

20

30
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45

x
y

z

(a) (b)

20
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45
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y

z

i i
j

j

−30
−30

−25
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图图图 2 (网络版彩图)递归网络构建基本思想. (a)两个实心时
间点之间距离小于阈值ε; (b)一条网络路径li j. 引自文献[28]
Figure 2 (Color online) Basic concepts of recurrence networks. (a) The
distance between two time (filled) points is less than the threshold ε; (b)
a network path li j. Reproduced from ref. [28] with permission by World
Scientific Publishing Co.

A(ε)得到, 但是需要注意邻接矩阵的网络展示可
以运用很多不同的方法. 图1(e)采用了图像软件
GUESS中的受力导向放置算法,当然还可以运用弹
簧电气模型算法等获得和吸引子相空间更加接近的

几何结构 [46].

除了采取固定阈值的ε-递归网络, 还有稍微不
同的变型, 比如以k-近邻递归网络 [38]和k-近邻自适
应递归网络 [31, 47]. 递归网络的其他形式可以参考文
献[8],值得指出的是这些变化形式和基本型相比较,
到底获得了多少额外的网络结构信息,这还值得进
一步研究.

4.1.1 递归网络的刻画

递归网络忽略了时间序列的时间演化信息,这
和传统的递归图分析显著不同 [39]. 递归网络结构分
析更多关注吸引子在相空间内的几何特性 [27].

基于网络邻接矩阵A, 前面提到的常用结构统
计量都可以显式写下来 [8, 28]. 注意这些量都是从有
限长度N的序列中计算得到的,并且依赖于阈值ε的
选取. 另外, 如果N → ∞和任意给定阈值ε, 网络统
计量都可以在随机几何图的理论下找到各自的理论

解 [48],前面讨论的统计量都是这些解析理论的离散
化估计,这就使得混沌吸引子在相空间的递归网络
分析更具理论基础.

一个有趣的问题是递归网络是否同样存在复

杂网络的无标度和小世界性质. 运用随机几何图理
论, 递归网络的度分布p(k)可以从吸引子的密度函
数p(x)获得,并且在一维Logistic映射系统中,严格证
明了p(k)是符合幂律分布的 [49]. 但是对于更高维或
者一般的连续系统,无标度性质产生的条件尚且未
知. 另外, 无标度特性和相空间分形结构是两个不
同的概念,通常情况下两者之间没有直接联系.网络
小世界性质是指网络同时具有高的类聚系数和小

的平均路径长度,而递归网络的平均路径长度是由
阈值ε确定的,即L ∼ ε−1 [27],和网络大小N关系不大,
因此递归网络不可能具有小世界性质 [50]. 如果时间
序列的噪声强度和吸引子尺度可比的话,递归网络
的小世界性质有可能会存在 [50, 51].

网络传递系数T可以作为吸引子分维数的另外
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一种补充定义 [19], 并且解析得到了T和维数m之间
符合指数级下降的关系,这个结论可以扩展到具有
分形维数的吸引子流形. 具体而言, 分为上和下网
络传递维数,即 [19]

Du
T = lim sup

ε

log(T (ε))
log(3/4)

, Dl
T = lim inf

ε

log(T (ε))
log(3/4)

, (2)

此处定义的上和下传递维数主要是部分混沌映射吸

引子形成了康拓集后,维数值会随着ε的变化产生振
荡现象.网络类聚系数同样可以定义为类聚维数,作
为吸引子分维数的补充 [19].

4.1.2 构建递归网络的挑战

阈值ε、重构参数、采样频率、甚至多变量时

间序列的选取等,都有可能影响递归网络的分析,这
些讨论可以参考文献[8, 52]:
•阈值选取 [39, 52]: 过大或过小的ε都不合适,可

采用类似关联维数D2算法中的思想,选取的阈值应
该使得网络连接密度在双对数坐标下处在线性区

域 [10, 52]. 另外一种经验方式是选取的ε使得网络的
连接密度为ρ . 0.05 [26, 27],这在文献[52]做了详细讨
论.确保网络连通性时所对应的临界阈值同样是一
个不错的选择 [48, 53]. 最近有根据递归网络的计算复
杂性而提出的阈值选取方法,同样取得有意义的结
果 [54].
•重构维数m和时间滞后τ: 几乎所有的非线性

分析都是以相空间重构为基础的 [4],这对于平稳过
程通常是可行的. 但对一些非平稳过程, 必须注意
引入合适的数据预处理,尽量消除非平稳带来的影
响,否则容易得到不合理结果 [55, 56].
•网络统计量的阈值依赖性: 如前所述,阈值的

选取决定了网络连接的密度,并且影响了网络结构
统计量的数值,为了更全面反映阈值的影响,通常可
以把阈值依赖性直接展示 [19].
• 噪声对于结果的影响: 在递归图中, 根据噪

声的标准差σ, 选取ϵ ∼ 5σ可以有效减小噪声的影
响 [57]. 噪声对网络统计量的影响,可参考文献[58].
诚然在实际数据分析时,噪声只是采集数据不确定
性的一个方面, 还包括数据测试误差. 不规则采样
等,此时通常需要合理地进行统计推断 [59].

4.1.3 多层递归网络

在多变量递归网络的构建方面,存在几个不同
的工作. 文献[42]从一个M维多变量时间序列{xi}Ni=1

(xi = (x[1]
i , x

[2]
i , . . . , x

[M]
i ) ∈ RM), 提出计算层间互信

息Iαβ或者层间连接重合度ω两种方法, 构建了多路
递归网络. 在耦合的周期系统中, 可以得到高数
值Iαβ和ω,而混沌系统则只能得到较小值 [42].

交叉递归图 [40]和联合递归图 [41]是双变量递

归图的两种典型构造方法. 进一步可以构建跨系
统递归网络 [60]. 首先任取两层Xα和Xβ, 交叉递归
网络考虑(α, β)共享的相空间邻域, 即CR[αβ]

i j (εαβ) =
Θ(εαβ − ∥x[α]

i − x[β]
j ∥) [40],由此,两两分析得到的交叉

递归连接密度矩阵CR[αβ](εαβ)即组成跨系统递归网
络 [60]. 在这样的框架下,网络结构统计量同样具有
简洁的理论表达形式. 跨系统递归网络方法得到
了很好地应用,包括油水两相流多通道测量数据分
析 [61–63].

联合递归网络就是多个递归网络的乘积,
即联合邻接矩阵JR的元素是JRi j(ε1, . . . , εM) =∏M
α=1 R[α]

i j (εα),其中R[α]
i j (εα) = Θ(εα−∥x[α]

i −x[α]
j ∥)为α层

的递归矩阵, α ∈ [1,M]. 联合网络连边(i, j)表
示所有M个时间序列同一时刻递归到相应的领
域 [60].

4.2 可视图

最初,可视图是用来刻画二维景观障碍物之间
的相互可见关系, 其应用范围包括机器人运动规
划、建筑设计和地形空间描述 [64, 65]. 自从Lacasa等
人 [32]把这一思想引入到时间序列分析开始, 可视
图方法得到了深入和广泛地应用 [66, 67],尤其在地球
物理过程的时间序列分析方面 [34]. 此处讨论一下
可视图的基本思想,并指出在应用时可能会碰到的
问题.

4.2.1 构建方法

可视图 [32]把一维时间序列{xi}Ni=1(其中xi = x(ti),
i = 1, . . . ,N)的每一个采样点作为网络节点, 两个
时间点ti和t j之间的所有其他时间点tk (ti < tk <

t j)满足下列可视化条件, 那么ti和t j在网络中就相
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连,即

xi − xk

tk − ti
>

xi − x j

t j − ti
. (3)

因此网络连边直接考虑了时间信息. 图3(a)中以太
阳黑子序列为例说明了可视图的构建方法. 根据定
义,相邻两个时间点总是相连的,整个可视图是联通
的,不存在孤立点,但是时间序列首尾部分存在边界
效应.
如果时间点ti和t j连接与否由下边的水平可视

化条件决定,即构成水平可视图 [33]:

xk < min
{
xi, x j

}
, (4)

其中, ti < tk < t j. 由此可知, 水平可视图的条件
式(4)比一般的条件式(3)更为严格,两者算法差异如
图3(b)所示. 水平可视图中的连接是一般可视图连
接的子集,因此网络的连接密度会降低,两个网络中
连接的差异性可以提供补充信息.
基于一般可视和水平可视图, 还有很多推

广 [69–71],并且还需关注其算法复杂性 [72].

4.2.2 可视图基本性质

周期信号由于规则性, 可视图的度分布p(k)通
常只有有限个不一样的k值.经验结果表明,在分形
随机过程中, p(k)为幂律分布, 即p(k) ∼ k−γ [32], 且γ
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图图图 3 可视图(a)和水平可视图(b)的构建方法,引自文献[68]
Figure 3 Schematic illustration of the algorithm for constructing (a)
natural visibility graphs and (b) horizontal VG. Reproduced from ref.
[68].

和分数布朗运动的Hurst指数H之间存在线性关系
γ = 3−2H,而对于分数高斯噪声,则γ = 5− 2H [73, 74].
当然,数值求解γ需要验证统计可靠性 [75].

对于某些简单的随机过程序列, 水平可视图
的p(k)可以得到解析解 [33]. 比如在无关联随机
序列中(设其概率分布为p(x), x ∈ [0, 1]), 则p(k) =
1
3

(
2
3

)k−2
. 数值结果显示,当p(x)为均匀、高斯或者幂

律分布时(如p(x) ∼ x−2), p(k)和理论解非常一致 [33].
对于更一般具有不变测度p(x)情形, 如马尔可夫过
程和平稳Ornstein-Uhlenneck等过程, p(k)同样可以
解析获得 [76].

网络大值k节点影响了p(k)的尾部特征,也通常
反映了时间序列局部采样大值点在网络中的作用,
但这会受到周期性变化趋势的影响 [77],因此有时候
大值k点和大数值x不能够一一对应 [32]. 为了刻画时
间序列小数值x在网络中的作用,可以把时间序列预
先做一个负号变换 [77]. 刻画p(k)的复杂性, 可计算
熵S = −∑k p(k) log p(k),这可以作为时间序列香农
熵的近似 [78].

对于非关联噪声,水平可视图p(k) ∼ e−λk,尤其
当白噪声时, λc = ln(3/2) [76, 79]. 但是运用临界指
数λc来区分随机过程和混沌系统时, 必须小心验证
其可靠性 [80, 81].

局部类聚系数C在非关联随机序列中的分布具
有简洁的表达式,即p(C) = 1

3

(
2
3

)2/C−2
,这得到了很好

的数值验证 [33]. 关于其他局部统计量(如介数bi和近

邻系数ci),目前都仅停留在数值研究,还不清楚是否
存在理论解 [34]. 在全局统计量方面,更关注类聚系
数C和平均路径长度L, 比如分数布朗运动中, C随
着Hurst指数增加而减小 [82]. 最后,可视图的模体分
布可提供额外的信息 [83].

4.2.3 构建可视图的挑战

可视图处理实际时间序列时,还会碰到一些特
殊问题,比如经常会存在漏采样或者采样间隔不均
匀等问题,此时通常需要进行插值等数据预处理获
得等间隔数据. 更为普遍的例子是在地球物理中的
点过程序列(如地震强度的序列), 表现为时间轴上
不均匀的事件.可视化条件直接考虑了采样时间的
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作用,因此这对于可视图的构建同样重要 [34].

4.2.4 多层可视图

目前提出了多路可视图、交叉可视图和联

合可视图, 这可以用来研究两个时间序列之间
的耦合和信息传递. 假设M维实值序列{xi} =
({x[1]

i }, {x
[2]
i }, . . . , {x

[M]
i }), 且xi = x(ti) ∈ RM, ti ∈ [1,N].

每一维序列标号为X[α] = {x[α]
i }Nti=1, α ∈ [1,M].

• 多路可视图 [84]: 整个全体M是邻接矩阵的
集合, 即M = A = {A[1],A[2], . . . ,A[M]}, 其中A[α] =

{A[α]
i j }i j是α层的邻接矩阵. 多路可视图采用了和一
般多层网络一致的描述方法 [24]. 具体说来,每两个
不同层α和β之间的相似度可以通过计算层间互信

息Iαβ或层间连接重合密度ω [84]来刻画. 多路可视图
方法在很多实际数据中都得到了很好地应用 [85].
• 联合度和余度法 [68]: 考虑一对时间序列

(α, β)及其邻接矩阵A[α]和A[β]. 每一个时间点i在α和
β两个层内的度k[α],[β]

i 及邻居集N [α],[β]
i = {A[α],[β]

i j ≡ 1,
j ∈ {1, . . . ,N} / {i}}. 时间点i的联合度kjoint

i 即考虑这

两个邻居集的重合度. 如果仅考虑在α层的连接而
不考虑β层的情况,就可以刻画α层多余的度信息(交
换α和β则为β层的多余度).余度法即刻画了α和β层
间的多余度信息的非对称性, 这一方法很好地刻
画了太阳黑子活动序列在南北半球分布的非对称

性 [68].

4.2.5 可视图分解

假设可视图邻接矩阵A, 把时间信息作为连接
的方向性, 很容易得到有向可视图. 在节点i的邻
居中, 将t j > ti的部分邻居定义为i节点的出度kout

i ,
而t j < ti的部分邻居定义为i节点的入度kin

i ,由此, i节
点的度分解成ki = kin

i + kout
i ,相应地,网络度分布同

样分成两类p(kout)和p(kin). 另外,局域类聚系数Ci同

样可以分解为时间向前和向后两类 [86]. 以网络路径
为主的量(介数、平均路径等), 时间信息分解相对
较为困难 [87].
运用可视图分解可以测试时间序列的时间

反演性质, 这是系统非线性的一个重要标志. 以
可视图提出的评判标准是p(kout)和p(kin)之间的差

异性强弱, 比如用Kullback Leibler散度DKLD(in∥out)
来刻画 [87, 88]. 如果p(kout)和p(kin)相同, 散度值
DKLD(in∥out)为零, 则说明时间序列具有时间反演
性;反之,大于零的散度值则表明p(kout)和p(kin)是不
同的,时间序列不具有时间反演性. 但是需要注意,
KLD散度只能一阶近似反映时间序列的时间反演
性质,具体的DKLD数值可能会受到序列的长程关联

性的影响,通常还需要进行假设检验 [89].

Donges等人 [86]提出时间反演性质的KS检验.
在时间反演的零假设下, p(kout)和p(kin)应该来自
同一个分布. 而备择假设成立只需要验证p(kout)和
p(kin)之间存在足够的统计偏差. KS检验同样可以
对局域类聚系数的两个分布p(Cout)和p(Cin)进行.

4.3 转换网络

转换网络源自时间序列符号化分析,网络节点
对应于某些离散状态或模式,连边对应于两个离散
状态之间在时间轴上具有可观测的非零概率.由此
可见,连边定义和描述马尔可夫链中用到的转移概
率一致,因此,转换网络与马尔可夫链等数学理论息
息相关 [35].

4.3.1 符号编码和马尔科夫链

从连续数据中定义转换网络的节点有多种

方法, 这通常被称为符号编码 [4]. 符号编码将
时间序列转换成一组K个离散状态或模式(“符
号”){π1, . . . ,πK},进一步运用复杂性指标刻画K个离
散状态的非均匀性 [4]. 一定程度上, 符号编码的定
义具有很大的自由. 在实践中, 常见方法有3个 [90].
(1) 相空间静态粗粒化, 即根据一组预先定义的阈
值{ξ1, . . . , ξK−1}, 将数据分为K个不同的组. 在这种
情况下, 符号πp (p = 1, . . . ,K)根据各自组中数据
值(即πp = q)的关系进行分配. (2) 根据p阶差分
滤波序列进行动态粗粒化, 如p = 1, 则差分序列
为∆xi = xi+1 − xi,然后以∆xt为分析对象进行粗粒化,
此时的粗粒化反映了时间序列增加还是减小的趋

势. (3)排序编码法 [91]考虑m个连续数值,用其数值
大小的排序关系来编码(最多有m!种排序), 这和置
换熵的分析一致.其他方法可参考文献[90],基于符
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合编码以后的其他分析可以参考 [91].

每一个符号也就成了描述动力系统的状态,也
就是转换网络的节点,节点连接用两个符号之间转
移概率来描述,即构成有向有权重的网络W = {wpq},
p, q ∈ [1, . . . ,K],其中wpq = p(ξi+1 = πq|ξi = πp). 通常
情况下, 矩阵需要按行归一, 即有

∑K
q=1 wpq = 1对所

有p ∈ [1,K]. 显见, 转换网络即是用马尔可夫链描
述了经过符号变换的动力系统.如果时间序列存在
时间关联,在计算W时可以直接引入时间信息,比如
从节点p到q在时间ti时存在连边可以记为(p → q; i),
由此可以构建时变转换网络 [92]. 转换网络节点定
义的其他形式请参考文献[8],下面介绍排序转换网
络 [20, 93–96].

4.3.2 一维序列排序转换图

从一维时间序列{xi}构建排序转换网络, 第一
步需要重构出合适的相空间矢量, 即选取重构维
数m和时间滞后τ,这是构建转换网络的两个重要的
参数 [94, 97, 98]. 本文建议采用传统的相空间重构的标
准(见4.1节中的讨论).每一个重构相空间点用其对
应的大小排序关系来替代, 即为网络节点. 网络节
点p和q之间的连接用转换频率wpq来刻画. 图4展示
了构建的具体方法 [20].

(a) (b)

100 110 120

Time

130 140 150

−5

−10

0

5

10

X

= 9τ

图图图 4 (网络版彩图)一维序列排序转换图的构建方法. (a)
时间序列排序关系的定义, 假设τ = 9和m = 6. 重构
空间点x104 = {x104, x113, x122, x131, x140, x149}及其排序关系记
为π104 = {5, 1, 2, 4, 6, 3}. (b)相应的转换网络. 引自文献[8].
Figure 4 (Color online) The construction method of one-dimensional
sequence ordering conversion graph. (a) Illustration of permutations
from an example time series. Assume τ = 9 and m = 6. One
embedded state vector x104 = {x104, x113, x122, x131, x140, x149} is high-
lighted, and its corresponding pattern is defined by the rank ordering
π104 = {5, 1, 2, 4, 6, 3}. (b) Resulting OPTN. Reproduced from ref. [8].

进一步从局部和全局两个层面刻画转换网络节

点之间转移复杂性 [95]. 从局部来看,由按行归一化
可知,从节点πp到πq的出边转移概率可以写为

ppq =


0, if p = q,

wpq∑
q,q,p

wpq

, if p , q. (5)

由此, 节点πp的出边连接复杂性香农熵为sL
p =

−∑q ppq log ppq. 根据每一个节点在网络中占有不
同的比例,全局出边转移复杂性熵为S G =

∑
p ppsL

p.
若熵值S G = 0,则说明系统是确定性的,且独立同均
匀分布噪声对应最大熵值S G [95].

McCullough等人 [20]以混沌Rössler系统为例讨
论了排序转换网络的构建,结果表明周期和混沌序
列分别具有不同的网络结构,并且和传统的李雅普
诺夫指数比较发现,网络的平均出度及其方差可以
很好地区分不同的动力学行为 [20].

4.3.3 多维序列的排序转换图

以三维序列(xi, yi, zi)为例, 说明多变量排序转
换网络的构建 [99]. 首先得到差分序列(∆xi,∆yi,∆zi).
网络节点定义为三维差分序列在时刻i的正负排列
组合, 即根据∆xi, ∆yi和∆zi的正负号共有8个网络节
点(π1, . . . ,π8),如表2所示.

更一般,对n维序列,共有2n种不同的排序关系.
通过这样定义的排序转换网络获取了原有时间序列

在差分空间的性质,反映了轨迹在相空间穿越零线
的变化情况.

网络节点之间的连边根据时间上的转移频率

而定. 系统确定性成分的高低决定了每一个排序子
图πp的频率高低p(πp)及其不同子图之间的转换概
率wpq,这可以由下面两个香农熵分别刻画:

表表表 2 三维序列(xi, yi, zi)排序子图定义
Table 2 Order patterns in three-dimensional time series (xi, yi, zi)

Π π1 π2 π3 π4 π5 π6 π7 π8

∆x + + + + − − − −

∆y + + − − + + − −

∆z + − + − + − + −
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SO = −
2n∑

p=1

p(πp) log2 p(πp), (6)

ST = −
2n∑

p,q=1

wpq log2 wpq. (7)

这两个复杂性统计量可以用来研究耦合振子产生相

同步的动力学过程 [99], 发现在同步产生之前, 网络
排序子图及其相互转换的概率分布较为均匀. 随着
耦合强度的增大,转换概率更趋异质,并且伴随禁止
排序子图的出现.

4.3.4 交叉和联合排序转换网络

交叉和联合排序转换网络是上述方法 [99, 100]的

进一步拓展. 以混沌Rössler为例说明: 设两个耦合
系统的时间序列分别为(x1,i, y1,i, z1,i)和(x2,i, y2,i, z2,i).
由此, 首先分别得到两个系统的差分序列
为(∆x1,i,∆y1,i,∆z1,i)和(∆x2,i,∆y2,i,∆z2,i).
交叉排序转换网络节点根据两个系统间差分

序列差值的排序确定, 即根据(∆x1,i − ∆x2,i), (∆y1,i −
∆y2,i)和(∆z1,i − ∆z2,i)这三个差值的正负号排列关系,
共得到8个网络节点, 其定义如表3所示. 为了更好
说明, 图5(a)展示了两个耦合混沌Rössler系统在非

表表表 3 交叉转换网络节点定义

Table 3 Pattern definitions of a COPTN

Π π1 π2 π3 π4 π5 π6 π7 π8

∆x1 − ∆x2 + + + + − − − −
∆y1 − ∆y2 + + − − + + − −
∆z1 − ∆z2 + − + − + − + −

(a) (b) (c)

图图图 5 耦合Rössler系统非同步情形的交叉和联合排序转换网
络图,引自文献[100]. (a)交叉转换图的基本形式; (b)交叉转
换图的归一化形式; (c)联合转换图. 修改自文献[100]
Figure 5 Cross and joint OPTNs, which are from two coupled
Rössler systems in the non-synchronized regime. (a) Normal
cross OPTN; (b) alternative version; (c) joint OPTN. Adapted
from ref. [100].

同步情形下的交叉排序转换网络.

很明显,交叉网络节点定义受到时间序列数值
的直接影响,如果两个序列幅值相差很大(在多维序
列中还有可能物理量单位不同),那么上述网络节点
定义的适用性就会降低,因此可以引入适当的归一
化 [100], 此时不同节点之间的转换在非同步时更加
随机,如图5(b)所示.

联合排序转换网络的节点是根据两个系统差

分序列乘积正负号而定义的, 即∆x1 · ∆x2, ∆y1 · ∆y2

和∆z1 · ∆z2,根据正负号的组合,同样可得到K = 8个
不同的排序关系,即网络节点的定义和表3类似,联
合转换网络如图5(c)所示. 和交叉转换图对比,联合
转换网络节点定义考虑了两个系统变化趋势的一致

性,和具体的数值大小和单位无关,因此很容易推广
为n个相互作用的子系统的情形. 最后指出,在多维
时间序列分析角度看,交叉和联合转换网络提供了
两种不一样的方法,可以提供互为补充的信息.

5 结论和展望

复杂网络为非线性时间序列分析提供了崭新的

方法, 并且取得了大量的应用 [8]. 根据网络节点和
连边的不同定义,本文仅回顾了三种主要方法,即递
归网络、可视图和转换网络. 这些不同方法为原有
非线性时间序列分析提供了包括相空间几何结构和

动力学特性两个方面的补充知识.

时间序列网络方法方兴未艾,还有很大的拓展
空间,尤其需要关注网络方法和传统方法的比较研
究,这将极大推动非线性时间序列的分析.下面探讨
本文作者认为重要的几个可能方向.

•时序网络方法: 目前大部分网络方法都是揭
示了时间序列的静态网络结构特性,建立时间序列
的演化网络,通过研究网络节点和连边的时间依赖
性来刻画序列动态演化特性. 因此网络的构建与分
析需要引入时间信息,比如考虑连边的时序性,构建
时序网络可以提供新思路,提供诸如时间序列记忆
性的刻画 [92, 101].

•多层多路网络的构建: 本文回顾了构建多层
多路递归网络和可视图的主要方法. 在实际中, 构
建的网络需要考虑多变量时间序列在不同的时间和

010509-10

Downloaded to IP: 223.0.13.174 On: 2020-03-03 03:54:28 http://engine.scichina.com/doi/10.1360/SSPMA-2019-0136



邹勇等. 中国科学: 物理学 力学 天文学 2020年 第 50卷 第 1期

空间尺度上的相互作用,并且能够反映不同层次的
作用斑图.
• 时间序列网络法的反问题研究, 即从网络到

时间序列的重构: 目前大多数研究关注的是时间序
列的网络结构特性,对其反问题的研究具有很大的
挑战, 通用的结果不多 [102–106]. 重构时间序列的反
问题,主要难点在于网络拓扑结构不受节点重标号
的影响,会丢失序列的时间信息(如递归网络),而这
些恰是时间序列重构的关键.重构序列可以进一步
展开统计推断和假设检验等研究工作.
•数据挖掘方法的结合:由于大数据和云计算

的出现,可用数据集的规模和复杂性不断增加,在计
算机科学研究领域提出的数据挖掘工具得到了相当

大的快速发展,这在时间序列挖掘中同样得到了许
多应用. 时间序列挖掘的部分研究问题和时间序列
网络分析具有相似性 [107], 比如, 挖掘序列的模体、
分块和类聚等,这些方法可以和时间序列网络分析
相结合,分析和展示更复杂的数据特性.

•时间序列的预测: 运用复杂网络方法进行时
间序列的建模与预测方面的工作鲜有报道,这可以
说是非线性时间序列分析的最终目标 [4, 7], 应该成
为今后的主要方向.

最后,为了实现时间序列网络的展现和统计分
析, 我们推荐计算软件包pyunicorn和Matlab环境下
的CRP工具箱, 两者可以从http://tocsy.pik-potsdam.
de获得.
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11 Vejmelka M, Paluš M. Inferring the directionality of coupling with conditional mutual information. Phys Rev E, 2008, 77: 026214

12 Granger C W J. Investigating causal relations by econometric models and cross-spectral methods. Econometrica, 1969, 37: 424–438

13 Schreiber T. Measuring information transfer. Phys Rev Lett, 2000, 85: 461–464

14 Rosenblum M G, Pikovsky A S. Detecting direction of coupling in interacting oscillators. Phys Rev E, 2001, 64: 045202
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In the last decade, there has been a growing body of literatures addressing the utilization of complex network methods
for the characterization of dynamical systems based on time series, which has allowed addressing fundamental questions
regarding the structural organization of nonlinear dynamics as well as the successful treatment of a variety of applications
from a broad range of disciplines. In this report, we provide an in-depth review of three existing approaches of recurrence
networks, visibility graphs and transition networks, covering their methodological foundations, interpretation and the recent
developments. The overall aim of this report is to provide the Chinese readers with the future directions of time series
network approaches and how the complex network approaches can be applied to their own field of real-world time series
analysis.
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